VISESTRUKI INTEGRALI - ZADACI ( III DEO)

IzraCunavanje povrSine u ravni primenom dvostrukog integrala

Povriina oblasti D u ravni xOy moZe se naéi po formuli: P= ” dxdy
D

Primer 1.

IzraCunaj povrSinu ogranic¢enu slede¢im linijjama: y = Jx , V= 2x ,y20 1 x=4.

Resenje:

Najpre ¢emo, kao i uvek, nacrtati sliku 1 odrediti granice po kojim radimo...

Ya

Oblast integracije je osencena na slici D {

Upotrebom gore navedene formule, racunamo povrsinu osencenog dela:
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Primer 2.

N

2

v . v oy X
IzraCunaj povrSinu ograniCenu sa = —+

a

A
l

Resenje:

Naravno, ovde je u pitanju elipsa. Mi treba da izra¢unamo povrSinu unutar nje...

Ovde je zgodno uzeti takozvane elipticke koordinate:

X=arcose

2] r
y=brsin ¢ onda je: ”z(x, v)dxdy = J.dgoj. z(ar cos @, br sin p)abrdr
D

(2] 0

|J| = abr

Da vidimo zasto su ove smene dobre:

2 2

Xy

?-F? =1

(ar cos )’ . (brsing)’ .
2 bz -

a
Wricostp  Drisind g
xR
r’cos’ p+r’sin’ p=1
r*(cos’ p+sin” @) =1

rr=1->r=1

Dobijamo daje 0<r<1, postougao uzima ceo krug ,toje 0< <27 .



0<r<i

Oblast D :
0<p<2n

Sad reSavamo dvojni integral :

P={[ axdy= ngojabrdr = abzf(gj‘(l)dqozéabzfdgo =%ab-272' = |abr]
D 0 0 0 0

PovrSina elipse se dakle racuna po formuli P = abx
Primer 3.

Izradunaj povr§inu ograni¢enu slede¢im linijama: x*+3)*=2x , y=x i y =0

Resenje:

Spakujmo kruznicu i nacrtajmo sliku da vidimo o kojoj se oblasti radi...

X+ -2x=0
X' =2x+1-1+)"=0
(x=1*+y* =1

Preseci su ociglednou x=0 ix=1

(x=12+y2=1

X=rcosg
Uvodimo polarne koordinate: ~ y =rsing
[7]=r



X +)y°=2x=0
(rcos @)’ +(rsing)’ —2rcosp =0
r>(cos” @ +sin’ @) =2rcos @

1 =2rcosgp —r=2cosp
Odavde zaklju¢ujemo: 0<r<2cos¢p

T

Ugao ide od prave y=0do y=x,paugaoideod 0<¢p< )

Sad mozemo racunati trazenu povrsinu:

5

z
2cos @

P=” dxdy=jd¢) I rdr =
D 0

0
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4 cos®
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=2|cos* pdo

O e [N

I+cos2¢p

Malo se pomognemo trigonometrijskim formulama: cos® ¢ = 5

T

P= ﬂ dxdy = 2:4[cos2 pdo = Xj%dgo = ji(1+cos 20)dg =
D 0 0 0

T
= (p+lsin2go 4= £+lsin2-£ - O+lsin2-0 :£+l
2 0 4 2 4 2 4 2

Do sada smo upotrebljavali polarne i cilindri¢ne koordinate.

Medjutim u ozbiljnijim zadacima moramo upotrebljavati takozvane generalisane polarne koordinate » i ¢ po
formulama:

x=arcos” @ wl e an
_ —>|J|:a-abr-cos @-sin“" @
y=brsin” ¢

Vrednost za & se uzima u zavisnosti od konkretne situacije...

Gledamo da kod te date krive pogodnom vredno$éu za « na levoj strani ostane samo 7°.To je ideja.



Primer 4.
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Izracunati povrsinu ogranicenu sa +
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Resenje:

Najpre ¢emo malo da prepakujemo zadatu krivu ...

2
¥ oy _x.y
a b h ok
2 2
x_2_£+y_ X—O dopunimo do punih kvadrata
a h k
2 2 N 2 2
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Sad razmisljamo. Zgodno bi bilo da uniStimo ovo u zagradama. Zato ¢emo uzeti da je :

b
2k
b

2%k

28 oospoEeroospttt s |v=arcospt i
4 2k = " on " on
y b . y . b . b’
e —=ysin@ >==rsinp+——>|y=brsinp+—
b 2%k =% YR ¢

Dakle, uzimamo da je:

2
x=arcosg0+a—
22 —>|J|:abr

=hrsinp+—
y Q oy

Sad da odredimo granice.

ako su parametri a,b, h 1 k pozitivni.



(x ajz (y bjz a b
— | 4| = = —
a 2h b 2k 4> 4k°
ovo sve daje r? jer smo tako izabrali

4h*  4k*

PO A IR N
4\ K 2\ K

2 2
Dobili smo granice zar: 0<r 311 /a_2+b_2
2\h™ k

Ugao nema nikakvih “ ograni¢enja”, paje 0< @ <27
Sad rac¢unamo trazenu povrsinu:

N N

27 2\n2 kP 2 2\ 8
Pzﬂ dxdy = jdgo J. abrdr:abjdgo j rdr
D 0 0

0 0

27
uopste 1 ne nalazi ugao ¢ odmah mozemo napisati da je J. dp=2r,
0

b

Kako se u integralu “ po r’

Dalje imamo:

Wi Wi
P= ﬂ dxdy = j do J. abrdr =2abr J. rdr =
D 0 0 0
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Primer 5.

Izracunati povrSinu ogranicenu sa :

2 2
3

£

x>0,y>0
Resenje:

. . . x=arcos” ¢ - e ]
Upotrebiéemo generalisane polarne koordinate : i —|J|=a-abr-cos”" @-sin“"p i
y =brsin® ¢

to:

X =arcos’ @

brsin’ }—>|J|:3-abr-cos3lgo-sin3lg0—>|J|:3-abr-coszgo-sin2¢)
y=brsin’ ¢

Da vidimo sada granice 1 zasto smo bas izabralidaje o =3.

w o
w o

= ar cos’
e v zamenimo u (ij +(%) =1 1 dobijamo:
a

y =brsin’ ¢

2 2
5 \3 3 N3
e e .
2 2
r3cos’ p+risin‘p=1
2

r5:1—>
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. x=arcos @ , x A
Dalje zamenimou | — =4 1 dobijamo:
a

y =brsin’ ¢



| o

(&rcis cojz (\lxrs;l coj 4

2 2
r3cos’ p+risin’p=4
2

RPN ey,

Dobili smo granice za r : 1<r<8

Sad da odredimo granice za ugao:

x_Y
a b
arcos’ ¢ _ brsin’ ¢
a b
3 -3 sin’ ¢ 3
Cos” @ =sin" @ —> —; =1—>tg(p=1—>
cos’ @
I jo§ imamo:
gX_Y
a b
g 4 cos’p brsin’ ¢
a b
-3
8cos’p=sin' g2 P —8 5 10%0=2" [p=arctg2

Dakle arctgl < p < arctg?

Sad raCunamo traZzenu povrsinu:

arctg? arctg?
P= ﬂ dxdy = j dgoj3 abr-cos” @-sin® pdr = 3ab J cos’ -sin (pdgojrdr—
arctg1 1 arctgl
218
Kako je '[rdr— ﬁ_lzﬁ, imamo
1 211 2 2 2
63 arctg?2

_2 2 2
=3 -3ab j cos” @-sin” pd @

arctgl



Ovaj integral ¢emo najlakse resiti ako spakujemo podintegralnu funkciju koriste¢i formule iz

trigonometrije:

)
cosz¢-sin2g0=%coszgo-sin2gp= sin"2¢ _ 1. o 2¢=%(Mj=%(l—cos4(/))

4 4 2
Sad imamo:
aretg? arctg?
=534 I cos’ @-sin’ pdo = 189 b J (1-cosdp)dyp
2 arctg] 16 arctgl

Zamenimo granice, spakujemo malo reSenje 1 dobijamo:

189 1 6
P=——ab-(arcte —+—
[ ‘0 (arcie 32

Primer 6.

IzraCunati povrSinu ogranicenu sa :

x* =ay

x> =bhy

x =cy’

¥ =dy’
(O<a<b)n(0<c<d)
ReSenje:

Ovde je zgodno uzeti smene u 1 v.
Ali kako birati?

Pogledajmo prve dve jednacine:

2 x*
xX'=ay—>—=a
y
x2
x’=by >—=b
y

Uzec¢emo da je (u =—




Iz preostale dve imamo:

Zgodno je uzeti:

Dakle, uvodimo smene:

2
x
U=—
y
3
x

V=—2

<

Odavde moramo izraziti X 1y:

2

2

X X . . v
u =— — y =—/( ovo zamenimo u drugu jednacinu)

3
X

u

Trazimo Jakobijan:

ox
D(x,y)| |ou
‘D(u,v) - oy
ou
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Da odredimo granice:

X
Uu=—=a
y
, —>lafu<b
X
u=—-==»~
y
X3
V:—ZZC
y
. 1ol=za
_X _d
V__Z_
y

Sad mozemo izraCunati povrsinu:

P_ dd—bd du4 _b A dl
_IL;[ xy_;[ u.[de—Iu du.[v—4dv

a c

Ova dva integrala nije tesko resiti 1 dobijamo:
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